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Notations

e Poura e N" o] =y + g+ ... + ap
e La dérivée partielle % est notée 0° f.
n
e Pour z,£ € R”, alors z - £ = > x;; est le produit scalaire usuel sur R"

i=1
e Soient A; et Ay deux espaces, on dit que A; — A, §'il existe ¢ > 0, telle que :

1flla, < cllflla, > (V] € Ar).

e 7' (+) est 'exposant conjugué de p(-) ou ﬁ + p’L(‘) =1
e Soit a € R,a™ = max(a,0).

e Si f:R"— C,supp f est le support de f telle que

supp f ={z € R,  f(x) #0}.

e F' est I'espace dual de E.

e Soit 0 < p < 0o, LP 'espace des fonctions mesurables f telle que

W = ([ i) <o

e Soient @ C R",0 < p < oo, on définit L7 (Q) par:

loc

Lp

loc

(Q) := {f muserabe : f € LP(K) pour tout K C Q, K compact} .

e (7 : est l'espace des suites {ay}, .y telle que

Qe

TER (z yakw) e

k=0
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Notations

e Soient 0 < p < 00, 0 < ¢ < 00, alors £4(LP) est I'espace des suites {fi},cy C S’ (R") telle

que

q

et kenllaimy = (Zufk(a:)ug) < 0.
k=0

e [z] est la partie entiére de x.
e S(R") : 'espace des fonctions C*°(R") a décroissances rapides .
e S’'(R™) : I'espace des distributions tempérées.
e Soit E # (), on définit
1 si rekl
Xg (%) = . -
0 si x¢ B

e < : Inférieure ou équivalente (f < g < Je positif tel que f < cg)



Introduction

Les espaces de Herz & exposants variables sont des espaces modulaires qui remontent a les
années soixantes avec les autheurs Beurling et Herz. Ces espaces sont un cas particulier
des espaces de Musielak-Orlicz et une généralisation des espaces de Lebesgue classiques
LP. Ces espaces sont different des espaces de Lebesgue LP) par le fait que ’exposant "p"
n’est pas une constante mais une fonction mesurable définie sur un ensemble mesurable )
a valeurs dans R*. Ces espaces qui remontent & W. Orlicz en 1931, et le dévloppement
moderne a commencé avec O. Kovacik & J. Rakosnik, en 1991 (On space LP®@and WP,
Czechoslovak, J. 41(116) (1991), 592-618).

La continuité des opérateurs intégraux fractionnaires ( resp. les opérateurs de Caldéron-
Zygmand) sur les espaces fonctionnels est 'un des problémes importants en analyse fonc-
tionnelle. Pour étudier la continuité de ces opérateurs dans ’espace de Herz & exposants
variables on utilise par example la décomposition atomique de ces espaces.

Notre travail est structuré en trois chapitres organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelerons quelques définitions, propriétés et notations
essentielles des espaces de Lebesgue a exposants variables.

Dans le deuxiéme chapitre on présente quleques généralités sur les espaces de Herz clas-
siques et & exposants variables ( Définitions, notations essentielles, proprieté et quelques
résultats et remarque qu’on utilisera par la suite).

Finalemant dans le trosieme chapitre, on étudié la continuité des opérateurs intégraux

du type Caldéron-Zygmund sur espaces de Herz a exposants variables.
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Chapitre 1

Espaces de Lebesgue a exposant

variable

Les espaces de Lebesgue 4 exposants variables c’est une généralisation de les espaces de
Lebesgue classiques, ces espaces jouent un roéle important dans ’analyse fonctionnelle, en
théorie des équations aux dérivées partielles et en la mécanique des fluides. Le but de ce
chapitre est de présenter quelque propriétés et notations de base des exposants variables et

de les espaces de Lebesgue & exposants variables .

1.1 Propriétés de base des exposants variables.

Soit  C R™ un ouvert, on définit
Po (2) = {p muserable : p(-) : Q© — [¢, 00| pour ¢ > 0}

Les éléments de Py () s’appellent exposants variables ou bien des exposants, pour distingue
les exposants variables et les exposants constants on note ’ensemble de exposants variables
par P(-) .

On considéré maintenant un exemple sur ’exposant variable, voir [2, définition 2.1].

Exemple 1.1.1 Soit 2 =R ,on a
1- p(x) = p, pour p constant et si 1 < p < 0o
2-p(x) =2+sinz.



1.1. Propriétés de base des exposants variables.

Définition 1.1.1 Soient Q@ C R™ et p € Py (2). L’espace de Lebesgue a exposant variable

noté LPC) (Q) est U'ensemble des fonctions musérables f telle que Pp() (i) < 00 pour tout

)
A > 0.

p(z)
<1,.

Théoréme 1.1.1 LPO) (Q) est un espace vectoriel normé sur R, muni de la norme

- /
”fHLp(-)(Q) := inf {)\ >0: Pp() (X <1;.

Si lensemble du cote-droit est vide, on définit || f| o)) = 00 Si €2 =R" on écrit | f],.

f(z)
A

20 () = {f musérable : IX >0 p, ({) — /
Q

a la place de || f|| poc) @ny-

Preuve. On montre que L”() (Q) est un espace vectoriel.
Puisque p,,(0) =0,on a0 € P9 (Q).
Soit f € LPO) (Q) et a € R*. 11 éxiste A > 0 telle que
Po(y (Af) < o0

On pose \g = ﬁ

Py (Moaf) = piy (Nolal f)
Pp(-) ()\f) < 0.

Ce qui montre que af € LP0) (Q). Il nous suffit donc de montrer que si f, g € LP0) (Q), alors
f+g € LPY(Q). Par la convexité de Po()s

1 1
By NI+ 9) = sy (G274 1= H200))
1 1
< 3P50) (2\f) + 2P0) (2Ag) — 0 lorsque A — 0.

Maintenant on montre que |[-[|;4()q) st une norme. Soit f € L0 (Q). Tl éxiste p > 0 telle
que p, (pf) < 1. Ce qui montre que HfHL,,(.)(Q) < 00.

On a aussi [|0[[ ) (q) = 0



1.1. Propriétés de base des exposants variables.

Pour v € R on a:

lafl e = inf {A 0y (7) < 1}
al f 1

= |a|inf {7’ >0 ppy
= |af ||f||Lp<»)(Q)-

On montre maintenant I'inégalité triangulaire. Soient f,g € L) (Q) et ||f|| L) < 7 et

I
gl

Donc par la convexité de p,.y on a:

fro) _ v f,o 09
Pp(-) v+ Pp() Y0y y+60

||9||Lp<-)(9) < 6. Alors

<1

<1 |

Lr0O) () LrO)(Q)

gl / 0 g
< Ea - <
= 7_}_5/0;;(.) (’y) _’_74_5'01?0) (5)
B B
T v+ v+

Par conséquent,
If+ gHLP(')(Q) <~v+4.
Ce qui implique
1f + 9l oo ) < 1 ooy + 19l zoer ) -

Si [|fll o) = 0, alors pyy(af) < 1 pour tout a > 0. Par la convexité de p,.,

A
oy M) = oy <77f>
Pp() <7')\—f + (1 — 7')0)

T

VAN

ﬁ

=
VR
>~
S [
~_

< 1

pour tout A > 0 et pour tout 7 € (0;1]. Donc x =0. m



1.1. Propriétés de base des exposants variables.

Notation 1.1.1 On note par
P () = {p mesurable: p(-): Q2 CR" — [1,00]}
Soient p € Py (Q) et E C Q
p~ (E) = esssepinfp (z), p" (E) = esssepsupp (z)
Si E=Q =R" alors :
p (E) =p(R"), p"(E)=p(R")

Théoréme 1.1.2 ( Théoéme de Riesz-Fischer) Soit p € P (Q), alors LPY) (Q) est un

espace de banach

Dans 'espace de Lebesgue classique la relation entre la norme et sa modulaire est claire,

mais ce ne est pas le cas lorsque ’on considére exposant variable.
Lemme 1.1.1 ([4]) Soient Q@ C R™. Sip € P (Q) alors

1l o) 1 ppy (f) <1
De plus

1- St || fll ooy ) < 1 alors ppey (F) < S || oo -
2-5i1< HfHLp(~)(Q) alors HfHLp(~)(Q) < ppey () -

La proposition suivante est la plus utilise dans ’espace de Lebesgue a exposant variable,

voir [2, Proposition 2.18] and [4, Lemme 3.2.6].

Proposition 1.1.1 Soient Q@ CR™ et p € P(Q) et s > 0 telle que sp~ > 1. Alors

17l vy = I1f

s
Lsp()(Q) *

; /
T mf{bo;psp(.) (x -

Preuve. On a

Ce qui termine la preuve. m



1.2. Conditions log-Hélderienne continues.

Définition 1.1.2 Soient Q C R™ et p € Py (2), on définit Lfo((;) (Q) par:

'Y (Q) .= {f muserabe : f € L") (K) pour tout K C Q, K compact} .

loc

1.2 Conditions log-Ho6lderienne continues.

Dans cette section on présente une condition plus importante sur les exposants pour étudier

les propriétés des espaces de Lebesgue a exposant variable.

Définition 1.2.1 On dit que la fonction g : 2 — R est localement log-Hélderienne continue

sur Q, et on écrit g € C,°8(Q), 8’il existe ciog (g) > 0 telle que:

Clo
9 () =g < —
In (e—l— o )
z—y|
Pour tout v,y € Q. Si0€ Q) et
Clo
9(2) — g (0)] < — %
In <6+W)

Pour tout x € €, on dit que ¢ est log-Holderienne continue & 'origine. Si pour certain

Joo € Roet ciog > 0,

Clog
T) = Joo| L ———
19 (@) = gool < In(e+ x)
Pour tout x € €2, on dit que g est log-Holderienne continue & 'infini, et on note par g €

Cs (Q).
Un exemple d’une fonction g : R — R qui est localement Holderienne continue sur R,

voir E. Nakai et Y. Sawano [8, Exemple 1.3].

Exemple 1.2.1 On considére

1

.6 3
g (x) = max (1 —exp(3 — ]a:\),mm(g,max(i, 2_—1:2)) .z €R

la fonction g est hélderienne continue sur R



1.3. Inégalités fondamentales dans espaces de Lebesgue a exposant variable

Remarque 1.2.1 Toute les fonctions g sont Holderienne continue a l'infini toujours ap-

partient a L*°.

Notation 1.2.1 La notation P'°8 (Q) est utilisée pour tout exposant p € P (Q) qui sont lo-
calement hélderienne continue a l'infini. La classe Péog (R™) est définie de maniére analogique.

S1 Q2 borné alors on définit ps par:

|x]—o0

1.3 Inégalités fondamentales dans espaces de Lebesgue

a exposant variable

Le théoréeme suivant est une généralisation de I'inégalité de Holder classique sur ’espace de
Lebesgue a exposant variable. Rappelons que I'inégalité de Holder classique est donne pour

tout p,1 < p < oo, soient f € L? (Q) et g € L (Q)

/Q\f(x)g(aﬁldﬁ < 2o 91l 2

Cette inégalité est vraie pour 'espace a exposant variable avec une constante sur la coté

droite, voir par exemple [3, Théoréme 2.33].

Théoréme 1.3.1 Soient Q@ C R™ et p € P(Q). Alors il éxiste une constante k telle que
pour tout f € LP) (Q) et g € LPO)(Q), on a fg € L' (Q) et

Hfg”Ll(Q) <k ”fHLp(~)(Q) Hg”m'n)(n)

1 1
k= _+1__>.
<p‘ pt

L’inégalité de Holder dans I’espace de Lebesgue classique valable dans ’espace de Lebesgue

ou

a exposant variable, pour la preuve du corollaire suivant, voir [2, corollaire 2.28].

Corollaire 1.3.1 Soient Q2 C R"et p,q € P (£2), on définit r € P () par:
L1
r() () a()

Alors il ériste une constante k telle que pour tout f € LP0) (Q) et g € L1V (Q), on a
fge L'0) (Q) et




1.3. Inégalités fondamentales dans espaces de Lebesgue a exposant variable

HfSJHLr(-)(Q) <k ||fHLP('>(Q) ||9||Lq<~>(9)

Preuve. Soient f € LPO) (Q) et g € LIV (Q) telle que 1fll oy ) < 1 et gl pacrio) < 1.

Par la convexité de la fonction modulaire p,(, (f) et le lemme 1.1.1
1 1 1
Pr(-) <§fg) < 5P() (f)+ 5Pa() (9)
1 . 1
2 2

IN

= 1.

Ce qui donne

1f9g]

ro@ < 2
Ce qui termine la preuve. m
Maintenant, nous présentons les propriétés de base de l'operateur de convolution dans

I’espace de Lebesgue & exposant variable.

Définition 1.3.1 Soient f et g deux fonctions localement intégrable sur R", la fonction

convolution f * g est définie par :
frg@)= [ fl@-y)gy)dy
R”
pour tout intégrale finie.

Nous discutons d’abord l’echec de I'inegalite de Minkowski sur I’espace de Lebesgue a
exposant variable, il a été montre dans [2, Théoréme 5.19] et dans [4, corollaire 3.6.4] que
I'inegalite de Minkowski || f * g|,., < |[fll,, lgll, n’est jamais vraie pour I'exposant non

constant.
Théoréme 1.3.2 Soit p € P () linégalité:
1f ng(.) < ”pr(.) llgll;
est vraie pour toute f € LP) (R") et g € L (R™) si et seulement si p est constant.

Définition 1.3.2 Une fonction f définie sur R" est dite radiale si sa valeur ne dépend que

la distance a l'origine. Dans ces cas il existe une fonction F' de variable unique de sorte que

f(x) = F(l=])



1.3. Inégalités fondamentales dans espaces de Lebesgue a exposant variable

La proposition suivante est une version trés faible de I'inégalité de Minkowski, voir [3,

proposition 4.7].

Proposition 1.3.1 Soit p € P& (R"). Pour tout f € LP") (R") et pour chaque fonction

radiale décroissante non négative g € L* (R™) :

1 * gllpcy < W f e gl (1.2)

L’inégalité de Young n’est pas valable pour I'exposant variable en général, cet exemple

est de [3, Exemple 5.21].

Exemple 1.3.1 Soit p € P (R) telle que :

2, si xe R\ [-2,2]

p(z) = ,
4, six € [—1,1]
on définit
_1 _2
f(x)=1]r =33 Xpa» g(x) =273 X\_11)-

Puisque f? € L' (R), donc f € L) (R), et comme p' () = § dans [-1,1] et gs € L' (R),

alors g € LP'0) (R). Cependant, nous notons que:

1 * glloe < W F1pey Nglly

Comme f g est illimité en 3. Soit E, = [2.4] N[z — 1.z + 1], puor montrer ¢a on utilise le

lemme de Fatou dans l’espace de Lebesgue classique

fmint fxg(x) = timint [ fo gl =3, () dy
T— T— R

. _2 _1
> [t~y =3, ) dy
R.’L’—>

4
> / ly — 3|7 dy = o.
2



Chapitre 2

Espaces de Herz classiques et Herz a

exposant variable

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques définitions et notations essentielles des espaces

de Herz classiques et Herz a exposant variable avec quelques propriétés principales.

2.1 Généralité sur espaces de Herz classiques

Nous commencons par une définition de I’espace de Herz homogéne et non homogeéne.

Pour simplifier ’écriture, on a la notation suivante
By :=B(0,2"), Ry:=DB;\By-1 et xy=xgp . kEL

Définition 2.1.1 Soit a € R,0 < p,q < o0

(i) On définit l’espace de Herz homogéne par:

KR = { [ € L RMNA0Y) : [ f[l oo qgny < OO}
avec

1
+o0 q
11l oy = (Z 2’“0‘1||ka||§> < 00

k=—00

(11) On définit l’espace de Herz non homogéne par:

KA = {1 € LR - |l gpogeny < 00



2.2. Espaces de Herz a exposant variable

avec
Hf”K,?’q(R”) = HfHLP(Rn) + Hf”['(g’q(R")

avec les modifications lorsque p = 0o et /ou ¢ = 0.

2.2 Espaces de Herz a exposant variable

Dans cette partie, nous concentrons sur les espaces de Herz avec un seul exposant variable
p(:)-

Définition 2.2.1 Soient p € Py (R"),q € ]0,00[ et o € R.
1- L’espace de Herz homogéne a exposant variable K;y(’,) (R™) est définie pour tout f €

L' (R™\ {0}) telle que

loc

I ka
sz = |2zl gy <

2- L’espace de Herz non homogéne a exposant variable K;‘(’g (R™) est définie pour tout f €
LY (R) telle que:

HfHK;‘(’g(Rn) = ||f||LP(~)(Rn) + HfHKS(’_q)(R")

Si p est constante, alors K&’g (R™) = K;’q (R™) coincide sur l’espace de Herz homogéne

classique et si « = 0,p(-) = p = q alor Kg,p (R™) coincide sur l’espace LP (R™).

2.3 Quelques remarques et inclusions

Dans cette partie, nous présentons quelques remarques et inclusions dans ’espace de Herz
& exposant variable.
Proposition 2.3.1 ([1]) Soientp € Py (R"),a € R et q,0 € ]0,00]. Si g > 0, alors

a0 (myn ~0uq (TN

Koy (R") — K5 (RT).

Preuve. L’injection précédente est une conséquence simple de I'injection

/0 (Lp(~)) s (P (Lp(')) )

10



2.3. Quelques remarques et inclusions

a1

Remarque 2.3.1 Les espaces Kp(g sont des espaces quasi-Banach et si min(p~—,q) > 1,
alors K;‘(’_)(R") sont des espaces de Banach.

La relation entre Herz homogéne a exposant variable et non homogéne est donnée par :

a,q n\ __ 7o,q
KGR = K

(R™) N LPO(R™), pour tout a« €R et 0 < ¢ < 0o et p € P (R").
Le lemme suivant joue un réle important dans les espaces a exposant variable.

Lemme 2.3.1 ([1]) Soit p € P(R™) un exposant log-Holdérienne continu en linfini, et
R = B(0,r)\B(0,%). Si|R|>27", alors
L Poo
I xR [lpoy= |B[7 ~ |R|

avec une constante indépendante de r et x € R.
I’ equivalence a gauche est vraie pour tout |R| > 0 si en ajoutant la condition p est log-

Hoélderienne continu en l'infini et en l'origine.
La proposition suivante donnée quelques relations dans les espaces de Herz.

Proposition 2.3.2 Soient o € R, pg,p1 € P (R™) et g € (0,00]. Si po () < p1(-) et LO _ 1

est log-Holderienne continue a l'infini et a origine, alors:

n n

.o »q .
K Poy Py K>
p1() po(°)

n n

. 3 a+P0(.) P1(.)
Preuve. Soit f € Kpl(.)

+oo %
ka
||f||k§(;f(1_) = ( > ke ||ka||§0(,)>
k=—oc0

et par inégalité de Holder dans LP°¢)(R™), on a l’estimation suivante

+o0o %
Hf“KI‘jO‘(?) = ( Z gked HkaHZO(.)>

k=—0o0

)

1
< fQkaqnkangl(.)||xk||§(.) avec Lo L 41
po(-) m() t()

k=—c0
+o00 %
k(a+n N—n . q B
< ¢ (kz Hz (a+n/po(-) /pl())kale(.)) = Hf”k”ﬁ’ﬁﬁyq
- p1() .

11



2.4. Décomposition atomique des espaces de Herz & exposant variable

Lemme 2.3.2 ( Inégalité de Hardy ) Soient 0 < o <1 et 0 < ¢ < 00. Soit {e},, une

suite de nombres réel positif telle que:

H{gk’}keZ”eq =1 < oo
Alors {(5k (0L = ngk ak_jgj}kez et {nk T ijk aj_kgj}kez’ apparteint (4 et
|H6k}keZH£q + H{Uk}keZHeq <ecl

avec ¢ > 0 dépendant de « et q.

Lemme 2.3.3 Soient a; € R p; € P(R") et q; € (0,00] avec i = 1,2, telle que 1% =

Z%(_)ﬂﬂf(.), 0= q+(.)+q2—1(,). alors il existe une constante C' telle que pour tout f € K;j(’gz (R™)

et g € K;‘ll(’,q)l (R™) on a:

£ 9l gezsee ny < C U llcoz o2 @y N9l ko oy
Si l’exposants est constante la résultat précédent est linégalité de Holder classique.

Preuve. La preuve de cette inégalité est une conséquence de I'inégalité de Holder en

(9 (R"), et LPO) (R™). m

2.4 Décomposition atomique des espaces de Herz a ex-

posant variable

La décomposition atomique joue un role fondamental dans I'analyse harmonique, c¢’est un
outil puissant pour traiter les théorémes de dualité, les théorémes d’interpolation et certaines
inégalités fondamentales dans ’analyse harmonique.

La décomposition atomique est 'une des méthodes les plus importantes pour étudier la
bornitude de certains opérateurs sur les espaces de Herz.

Tout d’abord, nous présentons la notation de base de la décomposition atomique.

Définition 2.4.1 Soient 0 < a < oo, p € P (R™). Une fonction a est dite (o, p(+))-atome

central, si

12



2.4. Décomposition atomique des espaces de Herz & exposant variable

(i) suppa C B(0,7) = {z € R" : |z| <7}, 7 > 0.
(ii) llall,y < [B(0,7)|=/",
(iii) fRn:c a(z)dr =0, |B]<s.

Maintenant, nous établissons la caractérisation des espaces K;‘(’g (R™) en termes de dé-
compositions atomiques centrales, ce qui permet d’étudier la borniture de quelques opéra-

teurs sur ces espaces.

Théoréme 2.4.1 ([6]) Soient 0 < o < 00, p € P (R™), et q € ]0,400[. Sip" < oco. Alors
les deux assertions suivante sont équivalentes:
y - a,q n
(i) | € K22 (R)
(ii)- f peut représenter par

Fle)= )" Mwa(x), (2.4.1)

o les séries sont convergentes au sens de distributions, A\, > 0, chaque ay est un (a,p(+))-

atome central de support Contenu dans By, et

+o0 %
Yo ) SOl en
% p(")
=—00

De plus, les normes HfHKozq) () €t Inf( Al PYAL )q sont équivalentes ot le minimum pris

dans toutes les décompositions de f comme dans (2.4.1).

Preuve. Nous prouvons premiérement (i) implique (ii). Pour toute f € K;“(’% (R™), o

écrit
+oo
fl@) = > fa)x ()
k=—o00
(@) x ()
= 28 || fx Akay (x

,20 s 3 Z

ol A\, = HZ’mkaHp(.)et ag () = % Il est clair que suppa, C By et

||ak:||p(.) =27ke

13



2.4. Décomposition atomique des espaces de Herz & exposant variable

Ainsi, chacun a; est un (a, p (-))-atome central avec le support inclu dans By, et

+oo % +oo %
(Z |)‘k|q) = (Z ||2kankHZ(.))

k=—o00 k=—o0

= HfHKg(gq)(Rn).

Nous montrons que (ii) implique (i). Soit f(z) = S7°° _Azay (z) une décomposition de

f qui satisfait I’hypothése (ii) du théoreme 2.4.1. Pour chaque j € Z, par I'inégalité de
Minkowski

”fXj”p(.) < Z | Ak] ||aka(.) . (2.4.2)
pay

En utilisant la formule (2.4.2), on trouve

1
~+00 q
q
||f||K§(’_‘§(Rn) - < E <2ka||ka||p(.)> )

k=—oc0
+00 +00 a\ ¢
< cf Y ok Z|>\j|||aj||p(.)>>
k=—00 =k
+00 +00 . a\ g
< el o2k Z!AjllB(o,?“)!a/”))
k=—o00 j=k
+00 +00 ‘ a\
< o[ 3 (Snirer) )
k=—oc0 j=k
+00 -1 a\ g
< el ) <Z|Aj|2<jk>a>> .
k=—oco \j=k

Et comme 0 < a < 00, donc par le lemme de Hardy avec 0 < a = 27% < 1, nous avons

+oo -1 q % +00 é
( > ( |)\j|2_(j_k)a> ) sc ( > |>\j|q> :
k=—oco \j=k k=—o00

+00 %
||f||f<§(qq)(Rn) <c ( Z |)\k|q) .

k=—oc0

Conclusion

La preuve est déterminée. m
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Chapitre 3

Continuité des opérateurs intégraux
du type Caldéron-Zygmund sur les

espaces de Herz a exposant variable

Dans ce chapitre, on va étudier la continuité des opérateurs intégraux du type Caldéron-

Zygmund sur les espaces de Herz & exposants variables

3.1 Reésultats dans espaces de Herz classiques

Dans cette section, on donne la définition d’un opérateur intégraux du type Caldéron-

Zygmund, puis on donne quelques résultats dans espaces de Herz classiques.

Définition 3.1.1 Un opérateur est dit opérateur de Caldéron-Zygmund de noyau K s’il est

borné dans L? et :

Tf(x)= [ K(x—y)f(y)dy.

R
Soit T un opérateur de Calderén-Zygmund de noyon K () € C* loin de l'origine, satisfait
I K ()] < ele] ™, si @ #£0;

2 | & (Kz—y) — K@)| < esltber si fa] = 21yl, 00 8 = (By,aen 5,) est un

multi-indice.
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3.2. Continuité des opérateurs de type C-Z sur I’espaces de Herz & exposant variable

Définition 3.1.2 Un opérateur 1 est dit sous-linéaire s’il satisfait la condition

@IS [ WO 4 o ¢ supp s (3.1.1)

n T —y|"

pour toute fonction intégrable f de support compact.

Le théoréme suivant présente la continuité d’un opérateur sous-linéaire T sur les espaces

de Herz classiques.

Théoréme 3.1.1 ([6]) Soient 1 < p < 00, 0 < g < 00 et 0 < a < n(l — %) Chaque
opérateur sous-linéaire T est borné sur LP(R™), alors T est aussi borné sur KS’Q(R”) et

Ky 1(R™) respectivement.

Remarque 3.1.1 La condition (3.1.1) est satisfaite par plusieurs opérateurs classiques dans
l’analyse Harmonique, comme [’opérateur de Calderdn-Zygmund, [’opérateur mazximal de
Carleson et l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood. Alors on conclut que les opérateurs

de Calderdn-Zygmund sont des opérateurs bornés sur les espaces de Herz.

3.2 Continuité des opérateurs de type C-Z sur ’espaces
de Herz a exposant variable

On présente dans cette section la continuité des opérateurs T satisfait la condition (3.1.1)
(en particulier les opérateurs de type C-Z ) sur les espaces de Herz non homogene a exposant

variable.

Théoréme 3.2.1 ([1]) Soient 0 < ¢ < 0o, p € P8 telle que 1 < p~ < pt < 00,0 < a < 0
et

n 1
——<a<n(l—-—— 3.2.1
Poo ( poo) ( )

Chaque opérateur sous-linéaire T satisfait la condition (3.1.1). Si T est un opérateur borné

sur LPC)(R™), alorsT est aussi borné sur K (R™).

Preuve. Nous divisons I'operateur en

TF@)] 1T (fxXs) @)1+ IT (o assa) @ 11T (Pxz,) @1+ 1T (Nxens,,.) @]

16



3.2. Continuité des opérateurs de type C-Z sur I’espaces de Herz & exposant variable

avec

Ry = {reR* : 2"2<|z| <2"?} keN

e Estimation de T(fXB,Q) .

Pour z € Ry, et y € B_y, nous avons |z — y| > |x| — |y| > 2¥72, alors

T (frp,) (@)] S2H / I ) dy,

B_»

Par I'inégalité de Holder, la derniére estimation est majorée par

I (fXB_z) (ZL‘)| 5 2_kn HfXB_QHP(A) ||XB—2 p'() "

5 27k HfXB&Hp(.) ) T € Ry

avec une constante indépendante de k et z, en prenant la norme LP(), on obtient

2ka ||Xk:T (fXB—z) Hp(.) 5 Qk(a_n—i_i) HfXB—z Hp(~) )

ol nous avons utilise
T (P ) = Rl 252,

par le lemme 2.3.1 en prenant maintenant la quasi-norme /7 et en observant que

1xz 2y < 18 )

on obtient .

(Z 2" | T (Fxs,) Hiw) S o[ Xl < ol gy

k>1
avec

Cg _ Z 2kq(a—n+ﬁ) < o0,

k>1

en tenant compte de 'hypothese (3.2.1).

e Estimation de T(fXBk,Q\B_2> .
Soient k € N et x € Ry, alors

17



3.2. Continuité des opérateurs de type C-Z sur I’espaces de Herz & exposant variable

(P 5 [ l-dl @l
By_2\B_2
- > [ e-u el
~1<j<k—2 " B
Pour estimer la derniére intégrale nous notons que |x — y| > |z|—|y| > %, siz € R,y € R,

d’ol nous arrivons a I'inégalité

T(Pons) @[S X 269 [ r @) @y, o€ R

~1<j<k—2 "

2ka

L’inégalité de Holder implique que

L1 Wy <2053l -

Prendre la norme LP() (par rapport & x ) dans 'estimation précédente on a

2ka

Xk T (fXBk_Q\B_2> Hp(.) N Z o(k—j)a—kngjo HfXij(,) HXj

—1<i<k=2

() ||Xk‘||p(-)'
Par le lemme 2.3.1
-+ 1
G = 1R et Il = Ryl .

Donc pour chaque k£ € N, on a

XkI(fXBk_g\B_z)Hp(.)S Yo 2

—1<j<k=2

2ka

Notons que 6 = a —n + }%, et en prenant maintenant le quasi-norme /9, on obtient

{; gkaq Xi T <fXBk_2\B_2> p(_)}
S 3 e, |

E>1 \—1<j<k—2

AN

q
< (2”““”2‘“||fx_1up<.>+2’“5||f><oup<.>+ > 2<‘“‘“2”""”ij“1’<~>>‘
k>1

—1<j<k—2

Puisque a est borné et x_;, xg < xp,, la coté droite de la derniére inégalité est bornée par

0
vl {3 22l ) |

k>1 \1<j<k
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3.2. Continuité des opérateurs de type C-Z sur I’espaces de Herz & exposant variable

avec ¢f = 21@1 2M4 < oo, par hypothése (3.2.1), le lemme de Hardy est donne

1 1

o E Dl = {5 Il |

i>1
= ||f||K§(’g :

-

k>1

Xi T (fXBK,2\B,2)

e Estimation de T(fXRk) .
Puisque T est borné sur LP¢) (R™) et Xi, = 23271 Xht

2
T (Fxa) Xl S 1T (xr) xill,oy S 1Fxa L0 S D0 Ikl

j=—1
en prenant la quasi-norme, on obtient
1
q q
{Z I(fXRk) Xk”p(.)}
k>1
1
q
< T T i)
k>1 —1<j<2
1
q
S {Hon“;(.) + Z 2(k=1)ag Hka—lHZ(.) + Z Z A ||in||Z(.)}
k>2 0<j<2 i>1

1
q
< Ixmly + {zw HinHZ(.)}
1>1
= Wil

e Estimation de T( fXRn\BM) .
Soient k € N et xz € R,

T(Pxem) @[S [ el = 3 el 1 Wl
R™\ Bi 42

j>k+3

Notons que |z —y| > 2773 pour = € Ry, et y € R;, nous appliquons I'inégalité de Holder et

le lemme 2.3.1 pour obtenir I'estimation

| S 2 28 g

7j>k+3

2ka

XkI (fXR”’\BK+2>
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3.2. Continuité des opérateurs de type C-Z sur I’espaces de Herz & exposant variable

Comme o + z% > ( par (3.2.1), nous appliquons le lemme de Hardy, on obtient

{; okea |l T <fX]Rn\Bk+2> Z(.)} N {; (2 ok=5) (et 32 ) gia HfXij(-)> }
> 21 \jz
(o,

j=1
Sl gea -
p(-)

AN

Rappellent la définition de ||f||K§(,g, il reste montrer que H (Tf) XBOHp(-) < HfHK;‘(‘g’ pour

compléter la preuve

Tf ()] < |T (fxn,) (@) +|7T

(fx1) x)‘ +|T (fXR"\Bl) (x)} ‘

Par I'’hypothése T est borné sur LP() (R™), on sépare les trois termes telles que

1T (Fx0) Xzall iy S NT el S 1 X80l S 1Nk

< T(le)”p(g <2 HleHP(~) S HfHK;;(-),q’

I (le) XB() ||p(

pour le terme reste nous notons que |z —y| > 272 x € By, y € R,

T (fXRl\Bl Z 2 kn | dy,

k>2

appliquant 'inégalité de Holder et le lemme 2.3.1, on trouve

T(fXR”\Bl)(x)l S ZQ 2k fok“p(
k>2

S oo pe o 2%l

telle que

comme « + pi > 0, alors
o0

T(fXR"\B1>XBO|| S 2ja||fXj||p(.) ||XB()Hp(-)

S Ml gea -
p()

Ce qui termine la preuve. m
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3.3. La continuité des opérateurs intégraux fractionnaires sur les espaces de Herz a
exposant variable

Théoréme 3.2.2 ( [1]) Soient0 < q < oo et p € PLER™)NPIE(R), avec 1 < p~ < pt <

n 1
——+<a<n<1——),
p b-

alors chaque opérateur sous-linéaire T satisfait la condition (3.1.1), T est un opérateur borné

sur LPC)(R™), alors T aussi borné sur K;(% (R™).

o0, et 0 < a < oo telle que

Remarque 3.2.1 La continuité des opérateurs de Calderon-Zygmund sur les espaces de

Herz a exposant variable est une conséquence immédiate des deux Théorémes précédents.

3.3 La continuité des opérateurs intégraux fraction-
naires sur les espaces de Herz a exposant variable

Dans cette section, on va étudier la continuité opérateurs intégraux fractionnaires sur les
espaces de Herz & exposant variable.
Soit o tel que 0 < o < n, pour une fonction f, on définit 'opérateur intégrale fractionnaire

1, par

L@ = [ AN

Il ya des chercheurs traitent ce point par exemple A. Almeida [1] et H. Wang, Z. Liu et Z.
Fu [8].
Le lemme suivant est le lemme 0.6 de [8] presente la bornitude de I, sur les espaces de

Lebesgue a exposant variable.

Lemme 3.3.1 Soient py,p; € P8(R") tel que p < 2 et ]%(_) — % = 2 alors pour toute

fonction f € LP1O)(R™) il existe une constante c positive telle que on a

HIU(f)”pz(-) =c ”f“pl(') )

Théoréme 3.3.1 ([6]) Soient py,p, € P8(R™) tel que pf < 2,0 < 0 < n(p% + p%) et
1 1

1 =2 0<q <q <o0et—n/pf <a<n+n/p; —o. Alors I, est borné de

pi()  p2()

K* (R"™) dans Ka’q2) (R™).

p1(-) p2(:
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3.3. La continuité des opérateurs intégraux fractionnaires sur les espaces de Herz a
exposant variable

Preuve. Soit f € KO‘ ) (R"). On écrit

“+o00

f(z) = Zfz‘,

1=—00
ou

fi= Ixi

+o0

o (DN gy = € D 2 L (Dxell
pg() e —oo
+oo

Yy 2kaq1< Z o (i) Xl )

k=—o00 i=—00
k+1

Y 20 (S Ll )

k=—o00 i=k—1

+o00 =
q1
te Z 2kaq1< Z HIJ(fZ)XkJHp2()>

k=—o00 i=k+2
= C(Il + [2 + [3)

IN

Estimation de [;. Par la définition de I, et I'inégalité de Holder, on trouve

1o (fi) (@) X (2) < Xk(l’)/ o =y 1 fi ()| dy

< @7Hroly / If; (y)| dy
= (=) ||fi||p1(.)| XBillp () Xk (). (3.3.1)
D’autre part, on a
dy "
Io(xp,) (2) 2 / ——sXp, (2) > 2¥xp, (7). (3.3.2)
By, |93 - y|

Par (3.3.1), (3.3.2) et le lemme 3.3.1, on trouve

o (F)Xellyy < 27 fill, 0
R ||fz‘||p1( )

0] HXkaz(.)

IN

1 (%) HLT(XBk) Hp2(~)
Py () X5, Hm(.) (3.3.3)

IN

C2fk(nfa)27ia HfZle() |
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3.3. La continuité des opérateurs intégraux fractionnaires sur les espaces de Herz a
exposant variable

Comme i < k, on a

CQ(k_i)/er S ||Xk:||p1() < CQ(k_i)/If
“Xinl(.)

Y

alors on peut majoré¢ (3.3.3) par
2(i=k)(n—o—1/p~) ||fi||p1(4) _

Ce qui donne
) k—2

L<eY S <2mq1 Il z(ikanfo—fafn/p;)ql) ’

k=—00 t=—00

et comme 0 —n + «a+n/p; > 0, alors par l'inégalité de Hardy, on a

oo
h<e Il < clflEon .
p1(-

k=—00

Estimation de /,. Par la bornitude de I, on a

+o0 k+1 q1
o= e 20 ( 30 Il )
k=—00 i=k—1
oo k+1 ' ) Q1
< CZ Z 2(k71)aq12wdh<Hfz,”pl(.)>

< |l fll e -
p1(+)

Estimation de /3. Par (3.3.3), on trouve

+00 +0oo
q1
Bo= e 20 (30 LUl )

k=—o00 i=k+2
+o0 B} 00 B} a
< e 2o (S @ il el sl )
k=—00 i=k+2

Comme k£ <7, on a

2~ (=k)/p~ < M < 02 =R)/pT

Y

B HXinl(A)
=2 =2 N q
o< ey o (3 @t g, o)
k=—00 i=k+2

+oo +oo
. . q
< e (X et (2o, )"

k=—o0 i=k+2
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3.3. La continuité des opérateurs intégraux fractionnaires sur les espaces de Herz a
exposant variable

En utilisant I'inégalité de Hardy, on trouve

+oo
ho< e 3 2 il

1=—00

cll f Il e
p1(°)

IN

Conclusion
“f”['(“’q? < C||fHKa,q'1.
p2() p1(-)

Ce qui termine la preuve. m

Remarque 3.3.1 On peut utiliser la décomposition atomique pour montrer le théoréme

précédant.
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Conclusion

Les opérateurs de Caldéron-Zygmund de noyau K définis par:

Tf(x)= | K(x—y)f(y)dy.

R
sont des opérateurs bornés sur les espaces de Herz classiques et aussi borné sur les espaces
de Herz a exposant variable. ( En fait, la plupart des résultats dans les espaces fonctionnels
classiques ont été généralisés aux espaces fonctionnels a exposants variables). Cette classe

d’opérateurs attirés plusieurs auteurs dans les trois derniéres décennies.
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